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Dam cc travail, A dtsigne un anneau commutatif a Clement unite, tout 
A-module est unitaire, T et S designent les foncteurs algebre tensorielle et 
symetrique, respectivement et, pour tout A-module M, on notera Z’.,(M) 
(resp. S,(M)) le sous-A-module de T(M) (resp. S(M)) des elements homogenes 
de degre q. 
Un probleme non resolu est celui de savoir si une injection de A-modules 
plats P’ + P se prolonge en une injection S(P) --) S(P) pour les algebres 
symttriques correspondantes. Ce travail tourne autour de ce theme. 
1. LE PRINCIPE DE RECURRENCE 
Soient T: L -+ M une application A-IinCaire, p, q 3 1 deux entiers et 
considkrons la suite de A-modules 
oti 01 et /I sont des applications A-linbaires dkfinies par a(xl @ ... @ x,+,) = 
Xl ... x9 @ 7r(xp+l) ... n(x,+,) - x1 ... xD-l~p+l @ 7r(x,) 7r(xD+J ... 37(x,+,) et 
p(xl ... x, @ x) = 27(X1) ... 7r(xp)x. 
Si l’on pose B,,, = Im(a) et Z,,, = Ker(/3), il est clair qu’on a B,,, C Z,., . 
LEMME 1. Si T est surjectif, la suite de A-modules (cp,J est exacte. 
ConsidCrons le diagramme commutatif: 




%+a(L) 7 l sP+*Po 
oti 0 et T sont canoniques et y est dkfini par y(xl @ ... @ xg+,J = x1 ... x2, @ 
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+%+1) . ‘. ~(x,,,). Puisque TT est surjectif, toutes ces flkches sont surjectives. 
Comme y est surjectif, alors Z,,, = r(Ker(p 0 y)) = y(Ker(r 0 r9)). Par 
7-l, 0 E S,+,(M) se remonte en le sous-module engendre par les elements 
Xl ... xc+g > Xi EL(i = I,...$ + 4)~ avec l’un des n(xJ nul; on peut supposer 
T(X& = 0; et par B-l, celui-ci se remonte en xi @ ..* @ x,,, lequel donne 
0 E B,,, par y; a ceci il faut ajouter le noyau de 0 qui est engendre par les 
elements de la forme t @ (x @ y - y @ x) @ t’ avec t de degre i, t’ de degre 
j et i+j=p+q-2, oti x, y EL. Si i > p, alors j < q - 2 et 
y(t @ (x @ y - y @ x) @ t’) = 0 E B,,, ; si i < p - 2, j 2 q et encore ici, 
y(t @ (x @ y - y @ x) @ t’) = 0 E B,,, ; si i = p - I, j = 4 - 1 et alors 
~(t @ (x @ y - y @ x) @ t’) E B,,, . Done, dans tous les cas, Z,,, C B,,, . 
Soient maintenant rr : L + M une application A-lineaire, N un sous- 
A-module de M tel que m(L) = N e t n’ : L + N la co-restriction de rr : L + M. 
A partir de T’, on construit, de la facon deja indiquee, LX’ et ,Y et notons 
6, : S,(N) --+ S,(M) l’application A-lineaire deduite de l’injection canonique 
N 4 M. Si l’on note /\ = idS,cL) @ 6, , on a les diagrammes commutatifs 
S,(L) 0 T$M B-+ S,+,(M) 
On pose C,,, = Im(x). 11 est clair que B,,, C Z,,, n C,,, . De plus, 
Z,,, n C,,, = h(Ker(j3 0 h)) = h(Ker(G,+, 0 8’)) et B,,, = h(Im(ol’)) = 
h(Ker(/?‘)). Si L est plat et S,(N) ---f S,(M) est injectif, on a Z,,, n C,,,/B,,, = 
WW%+, 0 B’NlWMP’N = Ker@,+, 0 p)/Ker(/?‘) N Ker(S,+,). On a ainsi 
le resultat suivant: 
THBOR~ME 1. (P ’ ‘p d rmcr e e recurrence). SiL estplutetsi 6, : S,(N)-+S,(M) 
est injectif, alors S,,, : S,+,(N) -+ &,+,(M) est injectif si et seulement si 
B,., = -G, n CD., * 
2. APPLICATION AUX IDI?AUX DE TYPE FINI 
Soit 02 un ideal (non necessairement de type fini) de A et Ccrivons-le 
comme quotient d’un module libre L, i.e., on a une suite exacte de A-modules 
0--+KdL-=+d-+O. 
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La construction faite au no I, nous permet d’ecrire les diagrammes commutatifs 
T,+&) n 6 9+a 
Supposons maintenant que 02 soit de type fini engendre par a, ,..., a,, , 
que L soit libre avec une base {e, ,..., e,} a n elements et que TT : L --f A soit 
definie par rr(eJ = ai (i = l,..., n). On voit que Z,,, = K, C,,, = GZL et 
posons B,,, = K,, . Ceci nous montre que Ker(S,) = OlL n K/K, . On dira 
que GY est un idhal syxyge’tique si Ker(8,) = 0. 
Supposons maintenant (hypothese de recurrence) que 6, : S,(a) + A soit 
injectif. 11 est facile de verifier que B1,Q = edQ-lK, , C,,, = OZQL et Z,,, = K, 
done Ker(G,+,) = C!?QL r\ K/OF-lK,, . 
Par la suite, dans ce no., on supposera que A soit un anneau noethkien. 
D’apres le lemme d’Artin-Rees, il existe un entier n > 1 tel que pour tout 
q > n on ait OlQL n K = C?Pn(cplnL n K). Or, nous savons deja que si 6, 
est injectif, une condition necessaire et suffisante pour que Sr+, le soit 
aussi est que @L n K = OPIK,, . Ceci entraine alors CYQL n K = 
GPGU-“(@-lK,,) = @-lKO pour tout q > n, d’oh le resultat: 
THBORBME 2. Supposons que A soit noetherien et que pour l’entier n du 
lemme d’Artin-Rees, on ait ala et 6,+1 injectifs. Alors 6, est injectif pour tout 
9 2 n. 
Supposons que l’on puisse prendre n = 1. Si 6, est injectif, alors 
Ker(S,+,) = GPL n K/GlQ-1K, = aQ-l(aL n K)/OlQ-IK,, . Ceci nous donne 
la proposition suivante (d’ailleurs, c’est une consequence du theoreme 2): 
PROPOSITION 1. Si l’on peut prendre n = 1, les conditions suivantes sont 
t?quivalentes: 
(i) 6, est inject% 
(ii) S(a) + S(A) est injectif. 
On remarque que n est le plus petit entier tel que CPK C GPL n K WPIK. 
Soit K le complexe de Koszul attache aux elements a1 ,.,., a, . Si l’on 
considere la suite de A-modules 
A,(L++LAA, 
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oti 7r(ei) = ai(i = l,..., n) et 6(e, h ej) = aiej - aiei (i, j = l,..., n; i < j), 
il est Cvident que K,, = Im(S), done H,(K) = K/K,. Le diagramme com- 
mutatif 
nous fournit alors le rCsultat suivant: 
PROPOSITION 2. Si 6, est injectzy et si H,(K) = 0, alors 6, est injectifpour 
tout q > n. 
3. CAS D'UN IDiAL PLAT 
Supposons que CT soit un id&al plat (non nkessairement de type fini) 
de A et soit T : G&F A I’injection canonique. On considkre les applications 
A-linkaires 01 et /3 d&j5 construits dans le no. 1: 
On a S,+,(A) = A et S,(GY) @ S,(A) E S,(a), done, Z,,, = B1,, = 0. 
Si l’on suppose que 8, est injectif, alors a,+, est aussi injectif car Z,,, n C,,, = 
B1,, trivialement. Ceci nous montre que 8, : 5’,(a) -+ A est injectif pour tout 
q > 1. Done, s(a) + S(A) est injectif et, en particulier, quels que soient 
P, q 3 1, on a Z,,, n C,., = B,,, . Ceci dkmontre le rhultat suivant: 
PROPOSITION 3. Si @ est un idial plat, l’homomorphisme S(U) --f S(A) est 
injectif. 
4. RETOUR AUX IDBAUX DE TYPE FINI 
Soit GT un id&al de A, de type fini, engendrk par des ClCments a, ,..., a, 
et soitL un A-module libre ayant une base e, ,..., e, a n &lCments. On considkre 
I’application A-IinCaire z- : L -+ A dkfinie par rr(eJ = a,(i = l,..., n). On sait 
we s,(L) 0 A = 4X1 ,..., &I,, module des polynbmes bomoghes de 
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d&g& p a coefficients dans A et considkrons les diagrammes commutatifs 
suivants: 
Alors, B,,l est le module des polyn6mes homogenes de degre p contenu dans 
l’idtal I de A[X, ,..., X,] engendre par les formes lineaires u~X, - ajX, ; 
c est le module des polynames homogenes de degre p a coefficients dans 02, 
i.:: C,,, = A[X, ,..., X,l, @ G!$ Z, r est le module des polyn6mes homo- 
genesfde degrep tels quef(a, ,..., ;I,) = 0. D’oh: 
PROPOSITION 4. Pour que S,+1 : S,,,(Gi!) -+ A soit inject;f, il faut et il 
@it que pour tout polyn&ne homogbze f E A[X, ,. .., X,] de degrC p tel que 
f (a, ,..., a,) = 0 et h coeficients dam QZ, on ait f E I. 
Soit G& le noyau de I’homomorphisme d’anneaux A[X, ,..., X,] -+ A[X] 
dtfini par Xi t+ aiX(i = l,..., n). 
COROLLAIRB. Pour que S(6Q-t S(A) soit injectif il faut et il sufit que 
GZa n @[X1 ,..., X,] = I. 
5. I~AUX ~YZYG~~IQLJES 
Soit (?I un idCal (necessairement de type fini) de A et Ccrivons-le comme 
quotient d’un module libre L, 0 - K 4 L -+ @ -+ 0. Si l’on tensorise la suite 
exacte ci-dessus par A/a, on a la suite exacte de A/G&modules K/flK -+ 
LIGYL -+ @/pGIcpG2-+ 0. Puisque CplK C KO C O?L n K, la f&he KIGYK --f LI@L se 
factorise par 
oh Ker(K/KO + L/aL) = rZL n K/K, . Done, 
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PROPOSITION 5. Une condition ntkessaire et su$isante pour que .cZ soit 
un idt!al syzyge’tique st que l’application lin&aire K/K, + L!CI’L soit injective. 
Supposons que 12 soit de type fini engendre par des elements a, ,..., a,, 
et soit K le complexe de Koszul attache a ces elements. Si l’on considere 
la suite de A-modules 
A,(An) A An --JL A, 
oh 7r(eJ = a,(i = 1, . . . . n) et S(e, h ej) = aiej - aiei(i, j = I ,..., n; i < j), 
el ,-., e, &ant la base canonique du A-module libre An, aIors K = Ker(x), 
K,, = Im@), done H,(K) = K/K,, . A’ msi, si H,(K) = 0, ed est syzygetique, 
i.e.; GIL n K = GZL n K, = K,, . L’exemple ci-dessous nous montre 
que a syzygetique n’entraine pas H,(K) = 0. 
EXEMPLE 1. Soient R un corps, A = k[x, y, z] avec za = xy et 9 = (x, x)A 
l’ideal premier de A engendre par x: et x. Un calcul simple nous montre que B 
est syzygetique mais K,, g K. 
Supposons que A soit un anneau local noetherien et 02 un ideal de A 
engendre par a, ,..., a,. 
PROPOSITION 6. Pour que l’idial CS! soit engendre’ par une A-suite, il faut 
et il @it que 02 soit syxygt!tique t que ed/GF soit un A/@-module l&e. 
ConsidCrons la suite exacte 0 --f K--t L 5 02 -+ 0 et tensorisons-la par 
A/02. On a 
Si Q!/0P est A/@-libre, on peut choisir w de telle sorte qu’on ait 
Si, de plus, Gf est syzygetique, alors H,(K) = 0. En effet, on a 
et la &he K/@K + K/K0 &ant surjective et nulle, alors H,(K) = K/K, = 0. 
11 est alors bien connu que a, ,..., a, est une A-suite. Reciproquement, si 
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a, ,..., a, est une A-suite, alors GT/cs12 est un A/02-module libre et, de plus, 
s(a) -+ A[X] est injectif (cf. [l]). Done, rY est syzygetique. 
La proposition suivante est bien connue: 
PROPOSITION 7. Pour que l’idkal LZ soit engendre’ par une A-suite, il faut 
et il @iit que dp(O2) < 00 et que Ol/ia2 soit un A/G&module libre (cf. [4]). 
On peut se demander, d’apres les propositions 6 et 7, si les ideaux syzyge- 
tiques ne peuvent pas &tre caracterises comme ceux qui ont dimension pro- 
jective finie. Les exemples ci-dessous nous montrent qu’il n’en est rien. 
EXEMPLE 2. Soient R un corps, A = R[x, y, z] avec x2 = xy et .GP = (x, z)A. 
On sait que 9’ est syzygttique mais dp(P) = CO (cf. [2]). 
EXEMPLE 3. Soient k un corps, A = k[X,, , Xi , X2 , Xs] et considerons 
I’idCalB = (Xs2X2 - Xr3, X,X, - X,X, , X,,X2s - X,2X3 , X,X32 - X23). 
11 n’est pas difficile de voir que 9 n’est pas syzygetique (en particulier, S(P) 
n’est pas indgre), mais A &ant regulier, dp(8) < co(cf. [3]). 
6. MATRICES ET SYZYGIES 
Considerons une suite exacte de A-modules 
L”-M -M/N-O, 
oli L = A” et M = A” sont libres de type iini, N &ant un sous-module 
quelconque de M. Soient {e, ,..., e,} une base de L sur A et {fi ,..., fm> une 
base de M sur A. Nous allons exprimer en termes de matrices la condition 
pour que l’application lineaire S,(N) + S,(M) soit injective. 
A tout Clement x = xi=, xi @ ei E M @L on associe l’homomorphisme 
T : L ---f M definie par T(eJ = x,(i = l,..., n). On a ainsi un isomorphisme de 
A-modules 
M@L 5 Hom,(L, M) = M,,,(A). 
Done, tout Clement x = &j aijfi @ ej E M @L peut &re remplace par 
une matrice (uij) E MnJA). On sait que B,,, est engendre par les elements 
n(ei) @ ej - +ej) @ ei(i, j = l,..., n). 
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Done, si x E B,,, on peut Ccrire 
Si k An -+ An est l’endomorphisme de An dont la matrice est (1 = (uij - uji), 
alors la matrice de 
est L?.l, oh 17 est la matrice de T. Ainsi, aux elements de B,,, sont associees 
des matrices I;Trl, oh 17 E Mn,,(A), II est antisymetrique et /I E MJA). 
Voyons maintenant les elements de Z,,, . Si x E Z,,, , on peut ecrire 
x = I:=1 7(ej) @ ej , oti T: L -+ M. Puisque Z,,, = Ker(@, oh 
fl: M @L -+ S,(M), alors 0 = &TX) = CL1 T(ej) z-(e?). Soit 0 la matrice 
associee a 7, i.e., si 5-(ej) = CL1 b,& , a ors 0 = (bij) E M,,,(A). Si li’ = (ali) 1 
est la matrice associee a T, 7r(ej) = Cz, uEjf6 , alors on peut Ccrire 
Dans S,(M), le coefficient de fi2 est cj”=i bijaij = 0 (i = I,..., m) et le coeffi- 
cient de fife pour i # 1 est cyz1 bijqj + & bljaii = 0 (la premiere somme 
est le coefficient de fifi et la deuxieme est celui de fifi = fifi) et ceci pour 
i, I = l,..., m, i # 1. Si nous considerons la matrice produit @n= (CL, bi,ajl), 
les coefficients cij = Cyzl bilujl satisfont aux conditions cii = 0 pour 
i = l,..., m (0 est m x n, 17 est m x n, done tII est n x m et 0 $17 est 
m X m) et cij + cji = 0 pour i # j. Ceci nous montre que les elements 
de Z,,, peuvent se representer par des matrices 0 E Mm,,(A) telles que 0 t.li’ 
est antisymetrique. 
Pour ce qui est des elements de C,,, = Im(N @L -+ M @L) ru N @L, 
481/17/4-z 
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on sait que C,,, est engendre par les elements de la forme rr(eJ @ 
ej(i, j = l,..., n). Done, si x E C,,, , on peut Ccrire 
Si 0: A” --f A” est l’endomorphisme dont la matrice est 0 = (aij), alors a x 
on associe la matrice II@. Ainsi, C,,, s’identifie B l’ensemble des matrices 
IIf@ avec 0 E M,(A). 
On voit alors que Z,,, f7 Cr., s’identifie a l’ensemble des matrices Ii’@ 
telles que 170 t17 soit antisymetrique et B,,, = Z,,, n C,,, Cquivaut a dire 
que 170 = IL4 avec (1 antisymetrique. Done, on a: 
PROPOSITION 8. Une condition nkessaire et suffisante pour que 
6, : S,(N) --+ S,(M) soit injectif est que pour tout matrice 0 E Mn(A) telle que 
170 t17soit antisymktrique, alors 0 = A + U avec A antisymt2rique t IIU = 0. 
En particulier, si T: L + M est injectif, alors II70 tIl antisymetrique 
entrdne I7(@ + “0) t17 = 0, done (0 + %) tIl = 0 et ceci nous donne 
Il(9 + 0) = 0, i.e., W + 0 = 0. Dance, 0 est antisymbtrique. 
Cus ParticuZiers. (1) Si m = 1, on a la suite exacte 
A” * A - A/G!--+0, 
n(eJ = a,(i = l,..., 72) et I7 = (a, ,..., an) E Ml,n(A) E An, @ = (tij) E Mn,n(A) 
Done, 
antisymetrique Cquivaut a dire que ci,j tijaiaj = 0. Done, d’aprts la prop. 8, 
on peut Ccrire 0 = (1 + U avec ~4 = (Xij) antisymetrique et IXJ = 0. Ceci 
s’exprime en disant que tij = (Xij - hJ + ZQ avec xi aiuij = 0 pour tout 
j et ceci Cquivaut a dire que d est syzygetique. 
(2) Si n = 1 (sous-module monogene d’un libre), on a 
A”-Am - A”/N ---+ 0, Oh = II. 
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Dans ce cas, 0 = (t) E M,,,(A) N A est un scalaire et 
Or II@ t17 antisymhtrique Cquivaut a tai2 = 0 (i = l,..., m) et 2taiuj = 
t(atuj + a+~~) = 0 pour i # j. Et ceci doit entrainer II E M,,,(A) antisymk- 
trique, i.e., LI = 0, done 0 = U. De plus, on doit avoir 
o=mJ=lm yl t, 
i 1 ana 
i.e., tat = O(i = I,..., m). En termes d’algkbres symktriques, ceci s’exprime 
de la faGon suivante: si N = Ax, alors 
S,(N) 8, S2(Arn) 
est injectif si et seulement si pour tout t E A, la condition tx2 = 0 entrahe 
tx = 0. En effet, si l’on Ccrit x = CL, aiei , alors t(cEl aieJ2 = 0 doit 
entrainer 2(x ~=I~& = 0 et ceci veut dire que ta, = O(i = l,..., m). 
(3) Si m = n = 1, LZ est un idCal principal, disons LZ? = (a) et 12 
syzygktique Cquivaut g dire que ta 2 = 0 avec t E A entraine ta = Cl et ceci 
Cquivaut encore a dire que Ann(a) = Ann(0Z2). 
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